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Fig. 1 - a) I profili coniugati e b) e i corrispondenti ingranaggi

Aljaž Pogačnik, KISSsoft AG

L’ARTICOLO PRESENTA L A CINEMATICA DI 
BASE DEGLI INGRANAGGI NON CIRCOL ARI, 
IL CALCOLO DEI PROFILI CONIUGATI E 
L A GENERAZIONE DEI DENTI. POICHÉ 
IL CALCOLO DELL A RESISTENZA DEGLI 
INGRANAGGI NON CIRCOL ARI NON È 
STANDARDIZZATO, È NECESSARIO UN 
METODO DI CALCOLO SPECIALE CHE 
PERMETTA UN CALCOLO APPROSSIMATIVO 
DELL A RESISTENZA DI TALI INGRANAGGI

Ingranaggi non circolari

G
li ingranaggi non circolari (NCG: Non Circular Gears) so-
no stati ideati da Leonardo da Vinci nel XVI secolo e 
da allora hanno trovato impiego in diverse applicazio-
ni. Le prime pubblicazioni conosciute sono arrivate nel 

XIX secolo da Holditch, Brown e Reuleaux [1-3]. Più tardi, se-
guirono diverse pubblicazioni interessanti [4-8]. Nell’ultimo de-
cennio c’è stato un crescente interesse nel campo degli ingra-
naggi non circolari [9-11] a causa dei loro vantaggi rispetto agli 
ingranaggi circolari. Una panoramica completa degli ingranag-
gi non circolari è stata fatta da Litvin [12]. Anche se sono dispo-
nibili sempre più pubblicazioni sugli ingranaggi non circolari, la 
loro conoscenza è ancora molto limitata, soprattutto rispetto 
agli ingranaggi cilindrici.
Gli ingranaggi non circolari sono progettati per avere in uscita 
coppia e velocità variabili. Possono avere anche l’interasse va-
riabile. Di solito, ci sono due possibilità per progettare gli ingra-
naggi non circolari:
1) dato il profilo primitivo (operating pitch line: OPL) della ruota 
motrice, vengono calcolati la funzione del rapporto di trasmis-
sione e l’OPL della ruota condotta,
2) data la funzione del rapporto di trasmissione, si calcolano gli 
OPL delle due ruote.
I profili coniugati (le curve primitive) degli ingranaggi non circo-
lari sono comunemente ellissi per via della loro semplicità [12]. 

Tuttavia, per ottenere funzioni di rapporto di trasmissione più 
complesse, per gli OPL degli ingranaggi si possono usare forme 
ellittiche modificate, ellissi con n lobi o altre funzioni.
A causa delle difficoltà di realizzazione con i tradizionali materia-
li da ingranaggi (come l’acciaio o il bronzo), gli NCG sono usati in 
applicazioni di piccole dimensioni. Il prezzo di produzione di un 
ingranaggio non circolare in plastica è simile a quello di un in-
granaggio cilindrico in plastica di dimensioni analoghe.
Il rapporto di trasmissione variabile è il vantaggio principale degli 
ingranaggi non circolari, rispetto agli ingranaggi cilindrici. Tutta-
via, a causa di questa continua variazione dei carichi e delle ve-
locità, possono verificarsi ulteriori vibrazioni e forze sui cuscinet-
ti, specialmente se gli ingranaggi non ruotano attorno al loro ba-
ricentro. Gli NCG sono spesso usati nell’industria tessile e nelle 
macchine automatiche per migliorare la cinematica, nei poten-
ziometri, nei CVT, nelle presse meccaniche e nelle applicazioni 
di sterzo per automobili e navi [7, 13, 14]. 
Questo articolo presenterà la cinematica di base degli ingranag-
gi non circolari, il calcolo dei profili coniugati e la generazione 
dei denti.  Poiché il calcolo della resistenza degli ingranaggi non 
circolari non è standardizzato, verrà mostrato un metodo di cal-

a) b)



59

G
IU

G
N

O
 2

0
22

OR
GA

NI
 D

I T
RA

SM
IS

SI
ON

E

colo speciale che permette un calcolo approssimativo della re-
sistenza degli ingranaggi non circolari.

Profili coniugati
Gli ingranaggi non circolari possono essere rappresentati sem-
plicemente da 2 profili coniugati. Secondo la legge dell’ingrana-
mento, i profili coniugati devono rotolare insieme senza striscia-
re. La figura 1 i profili coniugati corrispondenti agli ingranaggi 
non circolari. I profili coniugati della figura 1 possono essere ma-
tematicamente rappresentati nel sistema di riferimento polare 
da r1(φ 1) and r2(φ 2). La corrispondente funzione del rapporto di 
trasmissione degli ingranaggi può essere scritta come

 

 

𝑖𝑖(𝜑𝜑!) =
𝜔𝜔!(𝜑𝜑!)
𝜔𝜔"(𝜑𝜑")	

=
𝑟𝑟"(𝜑𝜑")
𝑟𝑟!(𝜑𝜑!)	

, Eq. (1) 

 

  (1)

dove ωi è la velocità angolare della ruota i.
Dalla Figura 1, l’interasse a può essere scritto come: 
𝑟𝑟!(𝜑𝜑!) + 𝑟𝑟"(𝜑𝜑") = 𝑎𝑎. Eq. (2) 

 
 
 
 
 
 

 (2)

In questo caso, l’interasse è costante, ma potrebbe anche es-
sere definito come una funzione dell’angolo di rotazione a(φ1).
Usando le eq. 1 ed eq. 2, la funzione del rapporto di trasmissio-
ne i (φ 1) può essere riscritta come:

 

 

𝑖𝑖(𝜑𝜑!) =
𝑎𝑎 − 𝑟𝑟!(𝜑𝜑!)
𝑟𝑟!(𝜑𝜑!)	

. Eq. (3) 

 
 

 

(3)

Per soddisfare le condizioni di rotolamento senza strisciamen-
to, le velocità tangenziali nel punto di contatto devono essere 
uguali e perpendicolari alla linea che collega i centri di rotazio-
ne. Quindi:

 

 
𝑟𝑟!(𝜑𝜑!)	𝑑𝑑𝜑𝜑! = 𝑟𝑟"(𝜑𝜑")	𝑑𝑑𝜑𝜑". Eq. (4) 

 
 

 (4)

Per il calcolo dell’angolo di rotazione 2, si possono considera-
re due casi diversi:

CASO 1: Se è noto r1(φ 1), l’eq. 4 può essere risolta in φ 2 (usan-
do eq. 1 e 3):

 

 

𝑑𝑑𝜑𝜑! =
𝑟𝑟"(𝜑𝜑")
𝑟𝑟!(𝜑𝜑!)

𝑑𝑑𝜑𝜑" 

𝑑𝑑𝜑𝜑! =
𝑟𝑟"(𝜑𝜑")

𝑎𝑎 − 𝑟𝑟"(𝜑𝜑")
	𝑑𝑑𝜑𝜑" 

𝜑𝜑! = ∫ #!(%!)
'(#!(%!)

%!
) 	𝑑𝑑𝜑𝜑". 

Eq. (5) 

 
 

 

(5)

CASO 2: Se è noto i (φ 1) mentre r1(φ 1) e r2(φ 2) non sono noti, l’eq. 
4 può essere riscritta (usando l’eq. 1) così:

 

 

𝑑𝑑𝜑𝜑! =
𝑟𝑟"(𝜑𝜑")
𝑟𝑟!(𝜑𝜑!)

𝑑𝑑𝜑𝜑" 

𝑑𝑑𝜑𝜑! =
1

𝑖𝑖(𝜑𝜑")
	𝑑𝑑𝜑𝜑" 

𝜑𝜑! = ∫ "
#(%!)

%!
' 	𝑑𝑑𝜑𝜑". 

Eq. (6) 

 
 

 

(6)

Usando l’eq. 5 o l’eq. 6, si può calcolare una relazione tra φ 1 
and φ 2(φ 1) 
Per avere una rotazione continua degli ingranaggi, i profili co-
niugati devono essere dei centroidi chiusi. 
La funzione del rapporto di trasmissione i(φ1) deve essere una 
funzione periodica e il suo periodo T deve essere legato ai perio-
di di rivoluzione di ogni singolo ingranaggio T1 e T2:

 

 

𝑇𝑇 =
𝑇𝑇!
𝑛𝑛"
=
𝑇𝑇"
𝑛𝑛!
, Eq. (7) 

 

(7)

dove n1 ed n2 sono interi positivi. Diversi esempi di centroidi chiu-
si sono mostrati nella figura 2. È possibile avere due ingranag-
gi non circolari identici in contatto (2a), due diversi ingranaggi 
non circolari (2b, 2c, 2d), un ingranaggio a catena non circolare 
(2e) o un ingranaggio interno non circolare (2f). 

a) n1 = n2 = 1 b) n1 = 1, n2 = 2 c) n1 = 1, n2 = 3

e) n1 = n2 = n3 = 1
Fig. 2 - Esempi di profili coniugati chiusi
d) n1 = n2 = 1 f) n1 = 1, n2 = 2
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Se gli ingranaggi sono usati per una rotazione non continua, al-
lora le condizioni aggiuntive dell’eq. 7 non sono necessarie. Tut-
tavia, nel caso di centroidi non chiusi, è limitato l’angolo di ro-
tazione delle rue ruote. Esempi di centroidi non chiusi di 2 in-
granaggi non circolari sono mostrati nella Figura 3a, mentre la 
Figura 3b mostra una configurazione a pignone e cremaglie-
ra. Nella maggior parte dei casi, si usano ellissi come profili co-
niugati chiusi. Si possono comunque usare anche altre funzio-
ni (cerchi, ellissi modificate [12], ellissi generalizzate con n lo-
bi [10] o altre forme).

Aggiungere eccentricità al punto di rotazione
Si può applicare uno spostamento (sia in direzione x che y), cioè 
un’eccentricità o offset, al centro di rotazione dell’ingranaggio 
motore. La figura 4 mostra i profili coniugati per diversi offset x 
e y del punto di rotazione dell’ellisse motrice. Il semi-asse mino-
re dell’ellisse motrice è stato modificato in funzione dello spo-
stamento applicato, per soddisfare le condizioni dell’eq. 7. Tut-
tavia, le differenze tra i profili coniugati sono ancora minime.
La figura 5 mostra le funzioni del rapporto di trasmissione cal-
colate dai profili coniugati della figura 4. 
Una funzione di trasmissione uniforme si ottiene quando non si 
applica alcun offset del punto di rotazione all’ingranaggio di gui-
da. Cambiamenti significativi nelle funzioni del rapporto di tra-
smissione possono essere generati usando offset del punto di 
rotazione in diverse direzioni.
Dato che esistono infinite di combinazioni di profili coniugati, in-
terasse e offset del centro di rotazione, è possibile ottenere con 
precisione la funzione di rapporto di trasmissione desiderata

Variazione del rapporto  
di trasmissione e dell’interasse
Gli ingranaggi non circolari hanno una caratteristica aggiuntiva 
che può semplificare il design del prodotto. Oltre al rapporto di 
trasmissione variabile, gli ingranaggi non circolari hanno anche 
la possibilità di variare l’interasse durante la rotazione (suppo-
nendo un ingranamento su entrambi i fianchi). Un esempio di 
rotazione è mostrato nella Figura 6. 
La funzione dell’interasse è mostrata nella Figura 7. La varia-
zione del rapporto di trasmissione e dell’interasse con l’ango-
lo di rotazione dell’ingranaggio motore è mostrata nella figura 
7. La funzione dell’interasse può essere una funzione arbitra-
ria; tuttavia nella rotazione continua, i valori iniziale e finale de-
vono essere uguali.

Configurazione con pignone  
non circolare e cremagliera 
È possibile realizzare anche una configurazione di pignone e cre-
magliera non circolare. Esempi con centroidi chiusi e non chiu-
si sono mostrati nella Figura 8. Il progetto può prevedere un pi-
gnone circolare (offset del punto di rotazione) che si ingrana con 
una cremagliera non dritta (Figura 8a), un pignone non circo-
lare che si ingrana con una cremagliera non dritta (8b) o un pi-
gnone non circolare che si ingrana con una cremagliera dritta 

Fig. 3 - Esempi di profili coniugati aperti a) b)

a) x = y = 0 mm, be = 17.20 mm

RUOTA MOTRICE

RUOTA MOTRICE

RUOTA MOTRICE

RUOTA MOTRICE

RUOTA CONDOTTA

RUOTA CONDOTTA

RUOTA CONDOTTA

RUOTA CONDOTTA

b) x = 4 mm, y = 0 mm, be = 16.73 mm

c) x= 0 mm, y = -4 mm, be = 16.91 mm

d) x = 4 mm, y = -4 mm, be = 16.44 mm

Fig. 4 - Profili coniugati per diversi valori di spostamento 
del centro di rotazione (il nuovo centro di rotazione è indicato 
in rosso, mentre in nero è indicato quello originale)

a)

b)
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(inclinata) (8c). La Figura 9 mostra la variazione della forza tan-
genziale e il movimento laterale della cremagliera per gli esem-
pi a e c della Figura 8.

Generazione della forma del dente
La forma del dente dell’ingranaggio non circolare può essere ge-
nerata da una cremagliera di riferimento, come mostrato nella 
figura 10. Per generare la forma del dente, la linea di riferimen-
to della cremagliera deve rotolare senza scivolare sul profilo pri-
mitivo dell’ingranaggio non circolare.
Tuttavia, solo gli ingranaggi esterni non circolari possono esse-
re prodotti usando una cremagliera di riferimento. Per produrre 
gli ingranaggi interni non circolari, è necessario utilizzare un col-
tello stozzatore, come mostrato nella Figura 11. Un coltello stoz-
zatore può essere usato anche per produrre ingranaggi esterni.
Maggiori informazioni sulla generazione degli ingranaggi non cir-
colari si possono trovare in letteratura [12, 16].

Calcolo della resistenza  
degli ingranaggi non circolari
Attualmente, non ci sono standard o linee guida disponibili per 
il calcolo della resistenza a piede e fianco degli ingranaggi non 
circolari. Tuttavia, è ancora possibile stimare la resistenza degli 
ingranaggi non circolari. Si possono usare due approcci diversi: 
l’analisi agli elementi finiti (FEM) o il calcolo con l’ingranaggio ci-
lindrico sostitutivo [15]. Il FEM può essere molto dispendioso in 
termini di tempo, poiché devono essere controllate più posizio-
ni di ingranamento. In questo articolo, verrà discusso il calcolo 
con l’ingranaggio sostitutivo.
Un ingranaggio non circolare in uno stato definito e stazionario 
può essere rappresentato da un ingranaggio cilindrico sostituti-
vo temporaneo. Per analizzare completamente l’ingranaggio non 
circolare, devono essere analizzati diversi singoli denti. Si posso-
no usare vari criteri per selezionare i denti su cui fare i successivi 
calcoli, come ad esempio il dente con la massima forza tangen-
ziale, il dente con il minore spessore alla radice (più sottosqua-
dro) o il dente che è nominalmente il più caricato.
La figura 12 mostra gli ingranaggi non circolari per la valutazio-
ne della resistenza insieme al dente del primo ingranaggio, che 
è stato selezionato per ulteriori analisi.
La figura 13 mostra due ingranaggi non circolari e i rispettivi dia-
metri di sostituzione. I diametri di sostituzione d1 e d2 sono calco-
lati dalle curvature dei profili coniugati nel punto di contatto. Se 
i profili coniugati sono funzioni (cioè ellissi), allora i raggi di cur-
vatura possono essere calcolati con una formula esatta. Tutta-
via, se i profili coniugati sono approssimati da una serie di punti, 
si possono prendere 3 (o più) punti intorno al punto di contatto 
per calcolare il centro e il raggio di curvatura. Una volta calco-
lati i diametri di sostituzione, l’interasse di sostituzione può es-
sere calcolato come ar = d1 + d2. Per costruire gli ingranaggi di 
sostituzione, devono essere determinati anche il diametro di te-
sta da e il diametro di piede df (Figura 13).
Il numero di denti degli ingranaggi di sostituzione (zR) è calcola-
to usando l’eq. 7a. Il modulo normale dovrebbe essere lo stesso 

a) φ1 = 0°, α = 60.0 mm

b) φ1 = 90°, α = 64.5 mm

c) φ1 = 180°, α = 68.0 mm

d) φ1 = 270°, α = 64.5 mm

Fig. 6 - Rotazione di NCG con interasse variabile

Fig. 5 - Variazioni del rapporto di trasmissione dovute 
all’eccentricità del punto di rotazione

Rotazione dell'ingranaggio motore, °
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usato per gli ingranaggi non circolari. In prima approssimazione, 
si può usare anche lo stesso angolo di pressione αn.

 

	
 
ZR,i = di/mn   Eq. (7) 
 
 

 

 (7a)

Con tutti i parametri necessari dell’ingranaggio sostitutivo no-
ti, si può usare KISSsoft per costruire e calcolare l’ingranaggio 
sostitutivo. Per avere un’analisi di resistenza valida, la forma del 
dente dell’ingranaggio non circolare e di quello sostitutivo deve 
corrispondere il più possibile, soprattutto nella zona del piede.
La figura 14 mostra il confronto della forma del dente calcola-
ta in KISSsoft prima e dopo l’ottimizzazione dei parametri. Una 
stretta corrispondenza tra il dente non circolare e il dente dell’in-
granaggio sostitutivo può essere ottenuta regolando l’angolo di 
pressione, i parametri del profilo di riferimento e le tolleranze del-
lo spessore del dente. In casi particolari, quando questo metodo 
non dà buoni risultati, da KISSsoft è possibile esportare la for-
ma del dente non circolare in formato dxf e importarlo nel cal-
colo dell’ingranaggio sostitutivo.
Una volta determinata la geometria dell’ingranaggio sostitutivo 
(Figura 14), è possibile effettuare un calcolo dell’ingranaggio co-
me al solito per stimare la durata e i fattori di sicurezza degli in-
granaggi non circolari. Tuttavia, la forza tangenziale deve esse-
re ricalcolata (eq. 8) sulla base dei nuovi punti centrali O1 e O2 

degli ingranaggi sostitutivi (Figura 15).

 

 
 
FT,R = FT/cos!  Eq. (8) 
 
 

 
(8)

Oltre alla forza, anche la velocità di rotazione dell’ingranaggio 
sostitutivo deve essere adattata. La velocità di rotazione dell’in-
granaggio sostitutivo può essere calcolata usando l’eq. 9 e si 
basa sull’uguaglianza delle velocità tangenziali, come mostra-
to nella Figura 16.

 

 
nR = r !"#!$%&'#(#)!" " " Eq. (9) 
 
 
 

 

(9)

Conclusioni
• Gli ingranaggi non circolari sono utilizzati in applicazioni in 

cui si desiderano rapporti di trasmissione variabili. Con l’uso 
dello stampaggio a iniezione o della sinterizzazione, gli ingra-
naggi non circolari possono essere prodotti senza un aumen-
to significativo del prezzo e sono quindi molto adatti alla pro-
duzione in serie.

• Per progettare ingranaggi non circolari, prima di tutto van-
no calcolati i profili coniugati. Secondo la legge dell’ingrana-
mento, i profili coniugati degli ingranaggi devono rotolare sen-
za strisciamento.

• Gli ingranaggi non circolari possono essere utilizzati per tra-
smettere una coppia in modo continuo (i profili coniugati de-
vono essere dei centroidi chiusi) o possono trasmettere una 
coppia solo entro un certo angolo di rotazione (i profili coniu-
gati possono essere dei centroidi aperti).

• Con un numero infinito di profili coniugati, combinati con la 
possibile eccentricità dei centri di rotazione e una possibile 
variazione dell’interasse, è quasi sempre possibile ottenere la 
funzione del rapporto di trasmissione desiderato.

Fig. 7 - Rapporto di trasmissione e interasse

Fig. 8 - a) pignone circolare e cremagliera non diritta, 
b) pignone non circolare e cremagliera non diritta 
e c) pignone non circolare e cremagliera diritta (inclinata)

Fig. 9 - Forza tangenziale e movimento della cremagliera 
per a) pignone circolare/cremagliera non diritta 
e b) pignone non circolare/cremagliera diritta (inclinata)

a)

b)

Rotazione dell'ingranaggio motore, °
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• La forma non circolare può essere applicata a diversi tipi di in-
granaggi: ruote cilindriche esterne e interne, pignone e crema-
gliera, ingranaggi frontali e persino coppie coniche.

• Poiché attualmente non esiste uno standard valido per la va-
lutazione della resistenza degli ingranaggi non circolari, è sta-
to adottato il calcolo dell’ingranaggio sostitutivo. Con questo 
metodo, un ingranaggio non circolare (in uno stato definito e 
stazionario) può essere temporaneamente rappresentato da 
un ingranaggio cilindrico, per il quale è disponibile un calcolo 
di resistenza standardizzato. •

(Traduzione a cura dell’Ing. Massimiliano Turci)
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Fig. 10 - Generazione della forma del 
dente nell’ingranaggio non circolare 
usando la cremagliera di riferimento

Fig. 11 - Coltello stozzatore 
(rosso) e ingranaggio interno 
non circolare generato (nero)

Fig. 12 - Ingranaggio non circolare con il dente 
selezionato per la valutazione della resistenza

Fig. 13 - Diametri di riferimento, di testa 
e di piede dell’ingranaggio sostitutivo 
della ruota motrice

Fig. 14 - Confronto 
della forma del dente 
a) prima e b) dopo 
l’ottimizzazione

Fig. 16 - Forza tangenziale 
per il calcolo dell’ingranaggio 
di sostituzione

Fig. 15 - Forza tangenziale 
per il calcolo dell’ingranaggio 
di sostituzione

a)

b)
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